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Resumen

La formacién de patrones espacio-temporales es una caracteristica muy importante a la
hora de estudiar los sistemas bioldgicos, esto debido a que pueden ser decisivos tanto en la
supervivencia como en la funcion y desarrollo del organismo en determinado medio ambien-
te. Originalmente la explicacién de este fendmeno se le atribuia a fuerzas sobrenaturales,
pero gracias a los diferentes estudios quimicos y matematicos de los modelos bioldgicos se
ha logrado dar una mejor explicacién a este tipo de sucesos. Una de las teorfas més acep-
tadas propone que la formacién de estos patrones surge cuando una sustancia quimica que
puede depender de algunas condiciones (externas), es la que se encarga de que las células
sigan determinadas rutas que las llevan a la formacién de patrones, por ejemplo, patrones

que podemos observar en la piel.

En términos matemadticos esta situacion se puede representar por medio de un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales mas conocido como sistema de reaccion-difusion. Este
sistema de ecuaciones ayuda a entender cuantitativamente el proceso de transporte y de
reacciones quimicas necesario para la formacion de patrones. En este trabajo se estudiaron
los conceptos quimicos y matematicos planteados originalmente por Turing, que permiten
establecer el sistema de reaccion-difusién y por ultimo fijar las condiciones matematicas
para producir patrones espaciales. Después, se especifica el método de aproximacién en di-
ferencias finitas que permite resolver las ecuaciones de reaccién-difusion numéricamente en
MATLAB (R2020b) de un modelo de la melanogénesis bastante conocido: Modelo de Sch-
nakenberg. El objetivo fue derivar e implementar un algoritmo en diferencias finitas para el
modelo de Schnakenberg en el estudio de la formacién de patrones. Los resultados mostra-
ron que las condiciones halladas mediante el estudio matematico cumplen las restricciones
de Turing y permitieron la formacién de patrones espacio-temporales. Se concluye que, el
estado de equilibrio se determina unicamente de la parte reactiva del sistema y también

de la rapidez de la reaccion; ademads, la incorporacién de la parte difusiva en la reaccién
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es la que ocasiona formas espaciales que no se desvanecen con el tiempo. Palabras clave:
Diferencias finitas, ecuacion de reaccion-difusion, formacion de patrones, inestabilidad de

Turing, modelo de Schnakenberg.

Abstract

The formation of spatio-temporal patterns is a very important characteristic when studying
biological systems because they can be decisive both in the survival and in the function
and development of the organism in a given environment. Originally the explanation of this
phenomenon was attributed to God, but thanks to different chemical and mathematical
studies of biological models it has been possible to give a better explanation to this type
of event. One of the most accepted theories propose that the formation of these patterns
occurs when a chemical substance that may depend on some conditions (external), it is
responsible for the cells to follow certain paths that lead to the formation of patterns, for

example, patterns that we can observe in the skin.

In mathematical terms this situation can be represented by a system of partial differential
equations better known as the reaction-diffusion system. This system of equations helps
us to understand quantitatively the process of transport and chemical reactions necessary
for the formation of patterns. In this paper we will study the chemical and mathematical
concepts originally proposed by Turing, to then establish the reaction-diffusion system
and finally fix the mathematical conditions to produce spatial patterns. Next, we will
specify the method of approximation in finite differences that will allow us to solve the
reaction-diffusion equations numerically in MATLAB (R2020b) of a well-known model of
melanogenesis: Schnakenberg’s Model. The objective was to derive and implement a finite
difference algorithm for the Schnakenberg model in the study of pattern formation. The
results show that the conditions found by mathematical study meet the Turing constraints

and allow the formation of spatio-temporal patterns. We concluded that the steady state
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is determined only by the reactive part of the system and also by the speed of the reaction;
in addition, the incorporation of the diffusive part in the reaction is what causes spatial
forms that do not fade away over time. Keywords: Finite differences, pattern formation,

reaction-diffusion equation, Schnakenberg’s Model, Turing instability.
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Introducciéon

Durante mucho tiempo e incluso en la actualidad, los cientificos continuan discutiendo sobre
cual es el origen de las formas mas complejas que se aprecian en la naturaleza ya que estas
formas suelen atribuirse a la misma naturaleza o a fuerzas sobrenaturales. Todo aquello
que representa la vida, es decir, sus formas, sus disenos, colores, entre otras cosas, estaban
fuera del alcance del hombre y no sélo debido a la gran complejidad que representaban estas
formas sino también porque se pensaba que la esencia de todo esto estaba mas alld de lo que
un cientifico podria obtener mediante sus modelos fisicos o quimicos. Un ejemplo es la piel
manchada de un jaguar ver (Figura 1), fenémeno explicado desde un pensamiento evolutivo,
donde la seleccién evolutiva prefirié este tipo de manchas; asi el jaguar podria camuflarse
de mejor manera y asi{ acechar a sus presas sin ser detectado, y aunque esto es cierto, no

explica en su totalidad cémo la seleccion natural conforma ese tipo de patron.

Figura 1: Patrones en la piel de un jaguar. Imagen de uso libre.

“Los seres vivos somos sistemas complejos, es decir sistemas termodindmicos formados por
muchas celdas llamadas células. Evidentemente somos sistemas abiertos que intercambian
materia y energia con su entorno, mismas que le ayudan a gestarse, desarrollarse y repro-

ducirse. El comer, respirar, asolearse, beber, representan la fuente que nos proveen de lo
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necesario para vivir. Todos estos intercambios son reacciones quimicas, lo cual nos hace
pensar en éstas como la fuerza termodindmica que permite a las células diferenciarse en
6rganos bien identificados y en patrones, es decir, generar un orden.” (Wolpert, 2008, como

se cit6é en Durén, 2012)

La formacién de patrones espacio-temporales ha sido analizada por diversos modelos ma-
tematicos; pero desde un punto de vista bioldgico estos patrones se pueden clasificar en dos
principales categorias: Patrones quimicos y patrones de movimiento celular (Vanegas, 2009,
p. 123). Los patrones quimicos se pueden dividir en dos modelos, modelos de gradiente,
aquellos que generan patrones mediante la interaccién de sustancias quimicas con diferen-
te concentracién; y los modelos de reaccion-difusion, que describen las interacciones
quimicas que forman patrones complejos en el espacio y/o el tiempo, debido a la presencia
de condiciones de transporte y descomposicion que dependen de todas las sustancias quimi-
cas presentes en el dominio analitico. Por otra parte, los modelos de movimiento celular
analizan la formacion de patrones espaciales teniendo en cuenta su densidad celular y las

interacciones quimicas determinadas.

Turing en 1952 con su articulo “the chemical basis of morphogenesis”, logra establecer:
j,como se pueden formar patrones quimicos espaciales? y segundo, ;cémo relacionar dichos
patrones con aquellos que se pueden observar en la naturaleza? Adicionalmente, estudio
las soluciones de los modelos bioldgicos descritos por ecuaciones de reaccién-difusion, alli
encontroé tres tipos de inestabilidades: Oscilatorias en el tiempo y uniformes en el espacio,
estacionarias en el tiempo y periddicas en el espacio, y oscilatorias en el tiempo y espacio,
(Chaidez (2010); Durdn (2012); Turing (1952); Vanegas (2009)). También demostré que
un sistema de reaccion-difusion puede evolucionar a patrones heterogéneos al someterlo a
pequenas perturbaciones, es decir, la difusién puede llevar un sistema a la inestabilidad,
induciendo a la formacién de patrones. Este proceso es mejor conocido como inestabilidad

de Turing.
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“El uso de los sistemas de reaccién-difusién con inestabilidades de Turing han sido pri-
mordiales para lograr representar diferentes fenémenos biolégicos que puedan involucrar
el crecimiento de érganos o tejidos de diferentes especies” (Gonzalez, 2009, p. 145). Exis-
te una gran variedad de fenémenos biolégicos que involucran la dispersion, como lo son
el crecimiento de poblaciones o la regeneracién de tejidos; gracias a esto se ha logrado
avanzar en los sistemas de reaccién-difusion y aunque se han encontrado expresiones ma-
tematicas que son complejas a la hora de resolver, estas han ayudado a la explicacién
en la formacién de determinadas estructuras bioldgicas. Debido a la alta complejidad de
las diferentes expresiones matematicas que se pueden presentar a la hora de analizar los
modelos de reaccion-difusion, en especifico el modelo de Schnakenberg, es necesario
la implementacion de algun método numérico como el método de diferencias finitas para
asi obtener una simulacién que permita observar si el modelo estudiado se acerca a los

patrones bioldgicos.

Todo esto nos lleva a preguntarnos: ;jComo construir un algoritmo computacional basado
en diferencias finitas que permita aprozimar soluciones al modelo de la melanogénesis de

Schnakenberg en el estudio de la formacion de patrones?

El estudio de estos diferentes algoritmos que permiten calcular aproximaciones de las solu-
ciones de los sistemas de ecuaciones para el estudio de la formacién de patrones es de gran

ayuda e importancia debido a que:

= Permite que las personas puedan entender un poco mas el comportamiento del
fenémeno que representan las ecuaciones diferenciales parciales y ademas de esto,
se podria responder de forma muy particular la pregunta que siempre se hacen las
personas: ;Para qué sirven las matematicas? Se responde de forma muy visual para

mayor entendimiento.

= Desde hace muchos anos se vienen usando aproximaciones de soluciones de ecuaciones

diferenciales que describen sistemas que estan relacionados con la creacién de patrones
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por medio de ecuaciones diferenciales parciales. Gracias a la teoria de ecuaciones
diferenciales se pueden establecer datos que apoyan el avance para la explicacion de

patrones biolégicos.

El objetivo principal de este trabajo fue derivar e implementar un algoritmo basado en
diferencias finitas para calcular soluciones aproximadas de un modelo de la melanogénesis:
el modelo de Schnakenberg en el estudio de la formacién de patrones. Esto lo cumplimos
al realizar un proceso de discretizacién del modelo a objeto de estudio, después implemen-
tando en el entorno de MATLAB (R2020b) un algoritmo computacional que nos permitié
obtener las aproximaciones de las soluciones del modelo de la melanogénesis el cual esta
basado en ecuaciones de reaccién-difusién; y por dltimo, realizamos un proceso de valida-
cion de las diferentes soluciones numéricas obtenidas de la implementacién del algoritmo
computacional en el modelo de la melanogénesis planteado, este proceso de validacién se
realizo al observar si las diferentes soluciones que se obtenian cumplian con las condiciones

establecidas en la teoria de patrones de Turing.

Para lograr cumplir estos diferentes objetivos realizamos la recopilacién de diferentes fuen-
tes bibliograficas sobre patrones de Turing, ecuaciones diferenciales parciales, sistemas de
reaccion-difusion, inestabilidad de sistemas dindmicos y el método numérico de diferencias
finitas, los cuales son el principal sustento para lograr obtener la simulacién con los di-
ferentes patrones biolégicos. En segunda instancia, la construccién e implementacién del
cédigo en MATLAB (R2020b) nos facilité generar las soluciones aproximadas al modelo
de la melanogénesis el cual nos permitié reproducir los diferentes patrones biolégicos. Por
ultimo, después de realizar toda la consulta bibliogréifica y la verificacion de las solucio-
nes numeéricas obtenidas, se procedi6 a validar el modelo de la melanogénesis mediante los

datos arrojados en la simulacién comparandolos con resultados de estudios previos.

El contenido se divide de la siguiente manera: en el primer capitulo realizamos una revisién

bibliografica sobre la teoria de patrones de Turing y los resultados que se han obtenido
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mas recientemente. En el segundo capitulo veremos algunos conceptos basicos sobre sis-
temas dindmicos, ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales parciales, los
sistemas de reaccion-difusion y sobre los patrones de Turing, en especifico en el fenémeno
de la melanogénesis. Posteriormente, en el capitulo tres abordaremos la metodologia que
se utiliz6 para realizar el trabajo de investigacién. Luego, en el capitulo cuatro aplicamos
la teoria de ecuaciones diferenciales al modelo de la melanogénesis implementado: El mo-
delo de Schnakenberg. Estudiamos el mecanismo de Turing que nos permitié encontrar
las condiciones suficientes y necesarias para la formacién de patrones; aplicamos dichas
condiciones al modelo propuesto y simulamos el modelo en dos dimensiones. Es de sub-
rayar que en dos dimensiones solo estudiamos el caso cuando el dominio es rectangular.
Finalmente, discutimos los resultados obtenidos con las simulaciones y presentamos las

conclusiones.
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1. Estado del arte

Una de las caracteristicas de los sistemas biolégicos es la capacidad que tienen para pro-
ducir y mantener patrones espaciales y espacio-temporales. Para muchos cientificos, el dar
a conocer por qué se presentan estos fenémenos, ha sido uno de sus objetivos més im-
portantes; Turing fue el primero que planteé la hipétesis de que las células responden a
la concentracién de ciertos quimicos y como consecuencia se diferencian. Es por eso que
debemos tener en cuenta que, los modelos de formacién de patrones biolégicos combinan
distintos conceptos de tiempo, espacio e interaccién. Ademds de que la formacién de estos
patrones surge de la interaccion del movimiento celular, sin importar si es activo o pasivo,

y la interacciéon mecano/quimica de las células (Deutsch, 2017; Maini, 2004).

Es gracias al analisis matematico de algunos modelos biolégicos descritos por ecuaciones de
reaccién-difusion que se logra dar lugar al concepto de inestabilidad de Turing (Vanegas,
2009). Los estudios de (Durédn, 2012; Vanegas, 2009) afirman que la formacién de patrones
espacio temporales también son muy importantes a la hora de estudiar sistemas de reaccién-
difusién, a la misma vez que es una caracteristica significativa de los sistemas biolégicos ya
que pueden ser concluyentes en el desarrollo o la supervivencia del organismo en el medio
ambiente. Y uno de los casos particulares que mas ha llamado la atencion, consiste en la

formacién de patrones espaciales en la piel de algunos animales.

Se estudia los patrones de Turing a través de difusién-adveccion-reaccién, considerando los
modelos de cinética de Schnackenberg o modelo de morfogénesis y de glucdlisis utilizado
para explicar la sintesis de glucosa en energia celular. Para los modelos de glucdlisis, el
efecto advectivo modifica totalmente los patrones de Turing que se obtuvieron con difusion-

reaccién (Galeano, 2010).

El modelo de Schnackenberg. Este modelo es uno de las més conocidos y sencillo de
usar en la morfogénesis, este modelo explica el comportamiento de un quimico activador

en presencia de un quimico inhibidor. El modelo de glucélisis o glicdlisis es el proceso de
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sintesis de la molécula de glucosa para proporcionar energia al metabolismo celular. A
través de una secuencia de reacciones, la glucosa es transformada en piruvato y en ATP
(Galeano, 2010; Vanegas, 2009). Cuando se estudié el mecanismo generador de patrones
basados en un modelo generalizado de Gierer-Meinhardt con difusiones (Gonzalo, 2013),
se logra mostrar la existencia y estabilidad de la bifurcacién de Turing-Hopf para el sis-
tema bajo ciertas condiciones, pero con difusiones espaciales la solucion estable de Hopf
puede volverse inestable dando como resultado una inestabilidad de Turing. Simulaciones
numéricas lograron también mostrar que los patrones de Turing son comunmente en forma

de rayas y puntos.

Como se muestra en (Zhao, 2014) mientras se investigaba un modelo para una red de neu-
ronas basados en un sistema de reaccién-difusién, se logra obtener una bifurcacién de Hopf
y ademads condiciones para la inestabilidad de Turing. Gracias a los resultados obtenidos
por medio de simulaciones se logra determinar la estabilidad de diferentes patrones como

un enriquecimiento para la dinamica de sistemas de redes neuronales.

El modelo FitzHugh—Nagumo es un famoso modelo de sistema de reaccién-difusién prin-
cipalmente utilizado para la conduccién de impulsos eléctricos a lo largo de una fibra
nerviosa. En (Zhang, 2019; Zheng, 2015) se estudia el efecto de la difusién en la formacién
de patrones en el modelo FitzHugh—Nagumo y por medio del analisis de estabilidad lineal
se logra obtener condiciones de como surge la bifurcacién de Turing, la bifurcacién de Hopf

y los limites de inestabilidad oscilatoria.

En el andlisis de este modelo se logra encontrar comportamientos muy dindmicos, como
patrones manchados, de rayas y hexdgonos. Cuando se analiza el modelo basado en la
dindmica de respuestas neuronales con difusién y acoplamiento surgen dos casos: Con
difusién el sistema proporciona un ejemplo canénico de la bifurcacion de Turing-Hopf. En

el segundo caso ocurre una bifurcacién de tipo Turing-Hopf-Turing.

Otro modelo planteado por Turing que también sirve para tratar problemas sobre patrones

10
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espaciales en sistemas bilégicos y fisicos. El modelo BVAM surge como un intento de unificar
los modelos que se usaban hace tiempo para tratar la aparicién de patrones en sistemas de
morfogénesis. Este modelo se cred principalmente para estudiar el comportamiento de las

cinéticas quimicas en presencia de difusién (Barrio, 2010).

Gracias a las bases que dej6é Turing, durante los tltimos afios se han logrado realizar di-
ferentes investigaciones que han contribuido al desarrollo de la ciencia y las matematicas.
Gracias a las bases que dejé Turing, durante los ultimos afios se han logrado realizar dife-
rentes investigaciones que han contribuido al desarrollo de la ciencia y las matematicas. En
1992 se realizé una investigacién con referencia a la formacién de patrones donde (Bentil,
1992) se usaron técnicas de perturbacién a escala multiple para estudiar la evolucién de las
soluciones, también se discutieron algunas aplicaciones bioldgicas como: la formacién de
patrones de cresta, dermatoglifos y la curacién de heridas. Aun en este ano se desconocia
cuales eran los mecanismos responsables del desarrollo de patrones espaciales repetidos o
periddicos. Los bidlogos y matemaéticos de esta época sugerian que los mecanismos de pre-
patrones eran la causa principal de los patrones repetidos o periddicos; se sugirié un sistema
de reaccién-difusién que genera patrones similares a ondas como un posible mecanismo de
prepatrones durante el desarrollo de los foliculos pilosos y los patrones de pigmentacién

(Nagorcka, 1992).

Luego en 2009, se estudié si un sistema de depredador presa con canibalismo depredador
podria tener influencia en la formacién del patrén espacial. Los resultados que se obtuvie-
ron mostraron que, en efecto, el canibalismo depredador tiene una gran influencia en la
formacién del patrén espacial, ademads se descubrié que, aunque el entorno es heterogéneo,
el sistema sigue presentando el patrén de Turing, lo que significa que el patrén es autoor-

ganizado (Sun, 2009).

En 2011, se logré mostrar que la inclusién de ruido intrinseco en los modelos de Turing

conduce a la formacién de “cuasipatrones” en regiones genéricas del espacio y que son
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distinguibles experimentalmente de los patrones de Turing estdndar (Butler, 2011). Y en
2012, gracias a los modelos de reaccién-difusién se lograron describir tres estudios que han
sido utiles para comprender fenémenos especificos: Un modelo de reaccidn-difusion que
ayudé a explicar los diversos patrones en el pelaje de algunos animales; modelo basico para
cuantificar el crecimiento de tumores cerebrales de glioblastoma, se utiliza para estimar la
esperanza de vida de las personas y explicar algunas anomalias de los tumores cerebra-
les; por ultimo, un modelo que cuantifica la interaccién marital para predecir el divorcio

(Murray, 2021).

Y en 2021 se realizé un estudio sobre formacién de patrones con sistemas de reaccion-
difusién donde ya no se consideraron condiciones de frontera sin flujo, sino condiciones
de contorno mixta, estas condiciones también pueden surgir de manera natural si algunas
propiedades del medio varian en el espacio. El uso de estas condiciones permitié demostrar
que se puede capturar una gama mas amplia de patrones en una, dos y tres dimensiones,
ademds de que conducen a patrones mas simétricos en el interior del dominio, (Krause,

2021).

Algunos métodos utilizados para aproximar soluciones de estos tipos de problemas en
computador son: Método de andlisis estdndar de escalas multiples (Zhao, 2014), Método
de elementos finitos en dominios unidimensionales y bidimensionales (Gonzalez, 2009b) y
el método de diferencias finitas (Durdn, 2012). Como el problema tiene una caracteristica
técnica de presentarse en un dominio rectangular, se ha considerado el método de diferencias

finitas por su cémoda implementacién y su eficiencia computacional.
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2. Marco conceptual

2.1. Sistemas dinamicos

Los problemas en sistemas dindmicos siempre han fascinado a los cientificos, principalmente
aquellos que tienen que ver con el estudio de cuerpos celestes que estan dentro del sistema
solar. Debido a los intentos de Newton por entender estos movimientos, teniendo en cuenta
las leyes de Kepler, es que surgen los primeros problemas dindmicos relacionados con las

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un sistema dindmico consiste en un conjunto de diferentes magnitudes medibles las cuales
evolucionan con el tiempo. En las aplicaciones cientificas los diferentes métodos comienzan
por simular el sistema dindmico por un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias o

parciales, y se pueden presentar dos casos (Zadunaisky, 2009):

= Problema directo, el modelo matematico de simulacién se aplica para propdsitos de
prediccion, apreciacién de resultados y/o programacion de un sistema de control del

proceso evolutivo.

= Problema inverso, el modelo matematico contiene, ademas de las magnitudes que
evolucionan, parametros que se determinan para que los resultados del modelo y

datos medidos de la evolucién difieran minimamante.
Los sistemas dinamicos los podemos clasificar en:
= Discretos y continuos.
» Auténomos y no auténomos.

s Lineales y no lineales.

13
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2.1.1. Sistemas dinamicos en tiempo discreto

El concepto de sistemas dindmicos en tiempo discreto cobra fuerza debido al uso de las
computadoras, las cuales almacenan informacién, como senales de imagenes y sonidos, a in-
tervalos discretos de tiempo. Uno de los modelos mas clasico dentro de este tipo de sistemas
dindmicos, es el de crecimiento geométrico. (Gonzalo, 2013, p. 13.) afirma, “El supuesto
bésico es que el valor de una variable x en un periodo determinado, o periodo k, es igual

al valor de dicha variable en el periodo anterior multiplicado por un factor “a”. Esto es:

x(k+1) = ax(k), (1)

esto signfica que:

en general,

2.1.2. Sistemas dinamicos en tiempo continuo

En este tipo de sistemas, los valores de las variables involucradas son funciones continuas
en el tiempo. De manera general, los hechos que suceden en el mundo real ocurren en una
escala continua del tiempo; un ejemplo puede ser la posicién de determinado en objeto en
el espacio. Los sistemas dindmicos en tiempo continuo se modelan a través de ecuaciones

diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales parciales.

La diferencia entre los sistemas dindamicos auténomos y no auténomos radica en que el

primero no contiene estimulos externos al sistema, mientras que el segundo si.
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Por 1ltimo, un sistema dindmico es lineal si cumple que la funcién F' que relacione la
tasa de crecimiento de las variables de estado cumple con el principio de superposicién

(z = F(ax + by) = aF(x) + bF(y)). (Loaiza Ramirez, 2006., pp. 16-17)

2.2. Introduccién a las ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacién diferencial ordinaria por sus siglas EDO, es una relacién entre una funcion

x(t) y sus derivadas con respecto a t, es decir

dz d"z
F — ., — | =0
<$’ dt, ) dtn) )

en esta seccion consideraremos ecuaciones diferenciales de la forma

d
d—jzf(m), reR, f:R—=R.

En general z € R™" y f : R™ — R"”, lo que representa un sistema de ecuaciones diferenciales.

Definicién. “Una funcion vectorial w : 1 C R — R"™ se dice que es una solucion del sistema

& = f(x), si”(Chaidez Félix, 2010, p.10)

dw
= = flw(t)) Vtel

Al introducir la condicién inicial x(ty) = xo, entonces la solucién w(t) deberd satisfacer

w(to) = 7o

2.2.1. Teoria de estabilidad

En el estudio de ecuaciones diferenciales, se ha centrado en el problema de obtener solu-
ciones mediante algunos métodos de resolucién de algunos tipos de ecuaciones. Con esta
teoria se le da otro enfoque al estudio de las ecuaciones diferenciales, obteniendo infor-
macién cualitativa sobre el comportamiento de las soluciones sin necesidad de solucionar

explicitamente la ecuacion diferencial.
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2.2.2. Sistemas auténomos

Un sistema auténomo es un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

dx

% = F(l’,y),

(2)
dy
E - G(l‘,y),

donde F' y G son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas en todo el
plano. Se denomina sistema auténomo debido a que las funciones F' y G, no dependen
explicitamente de la variable independiente ¢.

Cada solucién del sistema (2) es un par de funciones z(t) e y(t) que definen una curva
C = [z(t),y(t)] en el plano xy. Cada una de estas curvas determinan el estado del sistema
en un instante t correspondiente a las condiciones iniciales determinadas, este tipo de curvas

se suelen llamar trayectorias u érbitas.

Definicion de punto critico

“Considere la ecuacion diferencial & = f(x) con x € R" y f: V.C R"™ — R™. Diremos que
el punto T € R™ es un punto de equilibrio o punto fijo si f(z) = 0.”(Chaidez Félix, 2010,
p.13)

Definicion de estabilidad

1. Sean & = f(z) una ecuacion diferencial (sistema de ecuaciones diferenciales) y T su
punto de equilibrio, x € R™ y f : V C R" — R"™. Diremos que T es un punto de
equilibrio estable del sistema © = f(x) si para cada vecindad U de &, con U C V,
existe una vecindad Uy de &, con U; C U tal que toda solucion w(t,x), con x1 € Uy,

estd definida y pertenece en U para todo t > 0.

1. Diremos que el equilibrio es asintoticamente estable si es estable y si es posible esco-
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ger Uy tal que, para todo z1 € Uy, w(t,z1) — & cuando t — oo.

El equilibrio es inestable cuando no es estable. (Chaidez Félix, 2010, p.13)

Si consideramos una ecuacion diferencial escalar

= f(.%‘), (3)

con T como punto fijo es sencillo determinar la estabilidad del punto fijo. Introducimos una
pequena perturbacién alrededor del punto fijo: n(t) = x(t) — & al derivar 7 con respecto al

tiempo, se tiene
@ d(x(t) —x) i
dt dt -

esto debido a que ¥ es una constante. Ahora, tenemos que 7 = & = f(x) = f(Z 4+ n) si

aplicamos expansién en series de Taylor alrededor del punto fijo obtenemos
f@+mn) = f(@) +nf' @)+ 06,
por ser & punto fijo de la ec. (3), se tiene
i =nf'(&)+ 00,
los términos O(n?) se pueden despreciar si f/(#) # 0. Entonces, aproximando tenemos
i~ nf ().

Este procedimiento es la linealizacién alrededor de Z. Ahora, si f/(Z) < 0, la perturbacién
convergerd a cero, por lo que  serfa un punto fijo estable. Por otro lado, si f'(Z) > 0

indicaria inestabilidad en el punto fijo Z.
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2.2.3. Sistemas en el plano

Considere el sistema lineal

dl‘l
— =ay1171,
a 1121
(4)
d:l?g
— = a7,
a 2272
el cual se puede reescribir de la forma
x a 0
&= Ax donde z = ! VA= " ,
9 0 an

cada ecuacién del sistema (4) tiene como solucién x;(t) = e%i!, pues

entonces, si se toma el vector ety = e®1t(1,0)7 o e22tvy = €922¢(0,1)”. Se satisface el

sistema (4). En particular, con e®1ty; se tiene
d
aiit aiit
—e aie
d ety @ I
et T -
0 0
= ape™tty; = Ae®tly,

asi, de manera general se tiene que

_eaiit t

a;iit
v; = Ae®ty;
dt ’

v; = a;;e""

al dividir la ecuacién anterior entre e%i!, resulta

A;;V; = A’Ui.

Entonces, z(t) = e%ily; serd solucién de (4) si y sélo si, a;; y v; satisfacen la siguiente

relacién con respecto a la matriz A.
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Definicion

Un vector v € R™ (o C™) diferente de cero, se dice vector caracteristico, vector propio o
eigenvector de una matriz A € My xn, si existe un escalar A € R (o C), tal que Av = \v.
A dicho escalar se le conoce como valor caracteristico, valor propio o eigenvalor de A,

(Chaidez Félix, 2010, p.15).

Ahora, si la matriz A no es diagonal, supongamos

a1 a
#=Ar donde A= [ " P , (5)
a a2

con a;j # 0. Sisuponemos que el sistema (5) tiene solucién de la forma z(t) = e v. Entonces
J

M= A(M) = A(), (6)

para que esto tenga lugar es necesario que v y A sean eigenvector y eigenvalor corres-
pondientes a la matriz A. Para encontrar los vectores v, escribimos la ecuacion (6) de la
forma

Av = v,

esto implica que
(A— M) =0. (7)
La anterior ecuacién tiene solucion diferente de cero (0), si det(A—AI) = 0. Asi, los valores
caracteristicos de A son las raices de la ecuacién:
ann—A a2 9
det(A— \I) = =\ —trA+ detA, (8)
az  azx —A

A

por tanto, x;(t) = ei'v; son soluciones del sistema (4).

Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio z = 0, se utiliza el siguiente teore-

ma:
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Sea © = Ax, donde A es una matriz de 2 X 2 con entradas reales. Sean A1 y Ao los valores

propios de A. Entonces (Chaidez Félix, 2010, p.16)

El equilibrio es estable si:

m A, M ERy A <0y Ao <0. Es un nodo estable.

» A\, A € Cy Re(M\) <0y Re(M2 <0). Es un foco estable.

» A, A2 € Cy Re(A1) = Re(A\2) = 0. Es un centro.

El equilibrio es inestable si:

s A, M €Ry AL >0y Ao > 0. Es un nodo inestable

» A\, 22 € Cy Re(A1) >0y Re(M\2) > 0. Es un foco inestable

m A, A € Ry AAs < 0. Es un punto de silla

De la ecuacién (8) se obtiene el siguiente resultado

trA =+ \/(trA)? — 4detA

2

Del teorema 1 y la ecuacién anterior (8) sigue el siguiente colorario

Colorario 1

Sea i = Az un sistema lineal en R? (Chaidez Félix, 2010, p.17)

» sidetA >0, trA <0y (trA)? —4detA > 0 entonces el origen es un nodo estable.

» sidetA>0,trA>0y (trA)? —4detA > 0 entonces el origen es un nodo inestable.

s sidetA>0,trA <0y (trA)? —4detA < 0. entonces el origen es un foco estable.

www.uniquindio.edu.co
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» sidetA>0,trA >0y (trA)? —4detA < 0 entonces el origen es un foco inestable.
» si detA < 0 entonces el origen es un punto de silla.

» sidet > 0,trA =0 entonces el origen es un centro.

Ab
Espiral Espiral r2=4A
estable inestable
Nodo estable %?; % 2 Nodo inestable
12-4A <0
Centro
Nodo estable Nodo inestable

degenerado degencrado

+

Punto silla

i
g

Y

Figura 2: Resumen geométrico de los casos I, Il y III. (Zill, 2015, p.389.)

Ahora, considerando el siguiente sistema no-lineal

& f(@,y)
| = = F(z,y), (9)
y 9(x,y)

con punto fijo & = (#,§)?. Cuando las curvas f(z,y) = 0, g(z,y) = 0 (llamadas ceroclinas)

se cruzan, determinan los puntos de equilibrio del sistema. Debido a que en los sistemas

no-lineales es complejo encontrar soluciones explicitas. Se puede hacer un estudio del com-
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portamiento de las trayectorias de las soluciones cercanas al punto fijo. Esto, expandiendo

el sistema (9) en series de Taylor alrededor de Z.
1
&= DF(7)(z - 2) + 5 (z - DID*F(@)(z— %)+ ...,
asi, el sistema lineal
& =DF(z)(z — ),

es una buena aproximacién alrededor de Xy. Haciendo un cambio de variable, se obtie-
ne:

i = DF (&)1, (10)

La ecuacién (10) se conoce como una linealizacién del sistema no-lineal. Ahora, para lograr
aplicar el teorema 1 al sistema no-lineal, es preciso mencionar el teorema de Hartman-

Grobman.

Definicion

Sean & = f(x) y & = g(x) dos sistemas no lineales. Se dice que son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo que manda orbitas de un sistema a otro, y que
preserva el sentido de las mismas. Si también preserva la parametrizacion del tiempo,

entonces se dice que son topoldgicamente conjugados. (Chaidez Félix, 2010, p.21)

Definicion

Sean & = f(x) un campo vectorial y T su punto de equilibrio. Se dice que T es un equilibrio

hiperbdlico si Df(Z) no tiene valores propios con parte real cero. (Chaidez Félix, 2010,
p.21)
Teorema 2

Sea T un punto de equilibrio hiperbdlico del campo vectorial f. Entonces el sistema no-lineal

& = f(x) y su linealizacion n = D f(z)n son topoldgicamente conjugados. (Chaidez Félix,
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2010, p.21)

2.3. Modelos matematicos

Un modelo matemaético es una herramienta que ayuda a organizar las ideas del medio a
través de la matemadtica, asi explicando fenémenos naturales, sociales, fisicos, entre otros.
Estos también ayudan a predecir situaciones que pueden pasar a futuro y poder modificar
el espacio modelado. La modelacion se puede ver como ciencia y arte, ciencia porque
usa procesos légicos y como arte porque se puede apreciar la realidad de forma que no es
univoca siempre (“Modelos matematicos”, 2009). Para formular un modelo debemos seguir

los siguientes pasos
1. Identificacién del problema.
2. Identificacion de variables y pardmetros.
3. Especificacién matematica y formulacion.
4. Resolucién.
5. Verificacion, validacién y refinamiento.
6. Interpretacién y analisis de los resultados.

7. Implantacién, documentacién y mantenimiento.

2.4. Ecuaciones diferenciales parciales

Una ecuacién diferencial parcial (EDP) puede describirse como una relacién donde tenemos
una o varias funciones incégnitas u con al menos una derivada parcial, donde u depende
de dos o mds variables independientes. Una EDP es una relacién de la forma: (Garza,

2013)
ou Ou ou  Ou? 8u2> _0

Glzi,29,...,Zp, U, — ——, .y — ey —
M ) ) mns 7ax17 8x27 7axN7 8"];‘%7 7ax?v

(11)
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en la relacién aparece un numero finito de derivadas parciales con respecto a cualquiera de

las variables x1, ..., z, de una funcién incégnita u = u(x1,x2,...,oy)

2.4.1. EDP de primer orden

Ecuaciones diferenciales parciales de primer orden con dos variables indepen-
dientes: El estudio de la EDP de primer orden empezé en la segunda mitad del siglo
XVIII a raiz de los trabajos realizados por Clairaut, Lagrange, Charpit, Monge y Cauchy.
El método de las caracteristicas puede extenderse a fin de tratar el caso de una EDP general

de primer orden en u(x,y) cuya expresion general es: (Giordano, 2016)

F(z,y,u,ug, uy), (12)
donde
ou ou
Uy = a—x, Uy = a—y, (13)

el conjunto de soluciones de las EDP es una familia de superficies en el espacio tridimen-

sional.

Ecuacion general de primer orden para una funcién de n variables independien-

tes:
Sea
F(z1,...,Tn,u,p1,...,0n) =0, (14)
una EDP para una funcién u = u(x1, xa, ..., x,), de n variables independientes (1, z2, . . ., Ty)

y con derivadas parciales (Giordano, 2016)

Di = Uy, 1=1,2,...,n. (15)
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2.4.2. Ecuacién diferencial parcial lineal

Si hacemos que u denote la variable dependiente y que x y y denoten las variables inde-
pendientes, entonces la forma general de una ecuacién diferencial parcial de segundo

orden esta dada por:

Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = G, (16)

donde los coeficientes A, B, C, ..., G son funciones de x y y. Cuando G(zx,y) = 0, la ecuacién

(16) se llama homogénea; en cualquier otro caso se dice que es no homogénea.

Clasificacion de las ecuaciones: Una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo
orden con dos variables independientes y con coeficientes constantes se puede clasificar en
uno de los tres tipos. Esta clasificacién sélo depende de los coeficientes de las derivadas de
segundo orden. Por supuesto, suponemos que al menos uno de los coeficientes A, By C' es

distinto de cero.

La ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden:

Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Fuy + Fu =G
donde A, B,C, D, E, F y G son constantes reales, se dice que es
» Hiperbélica si B2 —4AC > 0,
= Eliptica si B?> — 4AC < 0,

» Parabdlica si B2 —4AC =0,

2.5. Método de diferencias finitas

En el computo, diferencias finitas ayuda a calcular numéricamente soluciones aproximadas

de ecuaciones diferenciales usando expresiones algebraicas con los valores de la variable
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dependiente en un ntmero limitado de puntos seleccionados como herramienta de aproxi-
macién de las derivadas parciales. Para lograr esto, primero se debe hacer una discretizacién
temporal y espacial del problema, es decir, se necesita plantear la ecuacién aproximada en
términos de las diferencias finitas, para finalmente lograr incluir las condiciones iniciales
y de frontera. Como resultado de esta aproximacion, la ecuacién diferencial parcial que
describe el problema es reemplazada por un numero finito de ecuaciones algebraicas en
términos de los valores de la variable dependiente en puntos seleccionados; los valores de
estos puntos seleccionados se convierten en incégnitas. En pocas palabras, las derivadas
son reemplazadas por aproximaciones en diferencias finitas, convirtiendo el problema de

ecuaciones diferenciales en un problema algebraico de la forma Ax = b.

2.5.1. Diferencias finitas

El objetivo del método numérico es encontrar una funcién o aproximacion discreta a esta
funcién, que satisfaga la relacién de sus derivadas o derivada (segun el caso) en alguna

region del espacio y/o tiempo.

Aproximaciones polinémicas

(Mendoza Bernal, 2016, p. 19) afirma que: “La técnica para los calculos de diferencias finitas
se basan en aproximaciones polinémicas a una funcién f(z) cerca de un punto z = x¢.”
También nos dice que una aproximacién a dicha funcién f(z) se puede obtener mediante

una recta tangente en x = xg.

Error de truncamiento

En las aproximaciones polinémicas obtenemos una férmula del error a partir de la siguiente

expresion conocido como serie de Taylor:

F(&) = Fwo) + Aaf(w) + ...+ 22 1) ap) + By a7)
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El error de truncamiento tiene una férmula smiliar al término n + 1 de la serie, con la

diferencia que se evalia en un punto intermedio que a menudo es desconocido,

A:E"'H
_ =/ (n+1)

donde zy < &pa1 < o + Az,

Aproximacién a las derivadas bidimensionales

Se pueden obtener aproximaciones en diferencias finitas de derivadas unidimensionales y
de mayor rango a las bidimensionales, pero no es de nuestro interés. En esta parte se
desarrollara las derivadas de orden dos con diferencias regresivas, centradas y progresivas

en dos dimensiones.

(Espinoza, 2001), si se quiere resolver una EDP para la cual u(z,y) es la variable depen-
diente en el dominio 0 < 2z < 1, 0 < y < 1. Y teniendo en cuenta que la posicién u; ;

corresponde a u(zg, yo) se puede escribir:
Ui4-1,5 = U(l‘o + Al’, yO)v Ui—1,5 = U(.’L‘Q - Al‘, y0)7
i j+1 = u(To, Yo + Ay), ;-1 = u(zo,yo — Ay),

la idea de una representacion de diferencias finitas para una derivada puede ser introducida

recordando la definicién de la derivada de la funcién wu(z,y) en la posiciébn = = xg y

Y = Yo:
ou o , U(l’o + Aﬂj’ yO) — u($07 yO)
galow = Al Az ’ 18)

Al desarrollar una expansién en series de Taylor para u(zo + Az, yo) en torno a (xg,yo) se

obtiene:
ou 0%u Ax)?
u(zo + Az, y0) = u(0,Y0) + 5 leoyo - AT + H-g leoo - % +...+
oy (Az)"1 9" (Az)™

+W|w0,yo' (n—1)! + axnk,yo‘ o1 (19)

27

PERTINENTE CREATIVA INTEGRADORA

Carrera 15 Calle 12 Norte Tel: (57) 6 7 35 9300 Armenia, Quindio - Colombia




UNIVERSIDAD
DEL QUIND{O

www.uniquindio.edu.co

2 MARCO CONCEPTUAL

De esta manera, logramos formar la diferencia progresiva reordenando la ecuacion

(19):

ou u(wo + Az, yo) — u(xo,y0)  O%u Az
_|:ro7y0 = - _|960,y0 Ty o (20)
Ox Az 0z2 21
cambiando a una notacién indicial tenemos:
NTRVET AR a1
oz Az ’

donde O(Ax) es el error de truncamiento (E.T) y se halla mediante la diferencia entre la
derivada parcial y su representacion como diferencia finita.

De manera andloga, al desarrollar la expansién en series de Taylor para u(xo—Ax, yo):

0?u,  (Ax)?
@’0 Y +...+

oy, (Ax)»t  omu, (Ax)"

ou
u(wg — Az, yo) = u(xo,Y0) — %’0 Az +

: . 22
+8a:”—1 o (n—1)! = Oxzm e n! (22)
logramos obtener la representacién de diferencias regresivas:
Ou - Wi ZUis1i | oAy (23)
ox'"? Ax ’

si restamos las ecuaciones (19) y (22) podemos obtener la diferencia centrada. (Espinoza,

2001; Mendoza Bernal, 2016)

ou Uitl,j — Uim1

R 2
ool oy O, (24)

al sumar las ecuaciones (19) y (22) podemos obtener una aproximacién central para la

segunda derivada:

62u ui+1j—2-u,-j+ui,1j 2

T i = — : : Az)?. 2

a$2| 2] (Aaj‘)2 + O( 13) ( 5)
28
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Figura 3: Tipica grilla de diferencias finitas (Espinoza, 2001).

2.5.2.

Discretizacion del tiempo

Hasta el momento hemos visto como discretizar la parte espacial de las ecuaciones dife-
renciales lo que nos permite encontrar la solucién estatica del problema. Para ecuaciones
del tipo parabdlico e hiperbdlico, ecuaciones que dependen del tiempo, se necesita intro-
ducir una discretizacién en las derivas respecto al tiempo. De igual manera que en las
discretizaciones espaciales, se puede introducir algin esquema en diferencias finitas para la

discretizacién temporal. (Mendoza Bernal, 2016)

Para las ecuaciones diferenciales con derivada temporal (u;), se emplean diferentes esque-
mas en diferencias finitas para la discretizacion del tiempo. Segun (Mendoza Bernal, 2016)

estos esquemas son conocidos como esquemas theta (6).
Diferentes casos para el esquema theta:

s Para 6 = 0 se obtiene un esquema de diferencias finitas hacia adelante en el tiempo,

conocido como esquema completamente explicito.

s Para # = 1 se obtiene un esquema de diferencias finitas hacia atras en el tiempo,

conocido como esquema completamente implicito.
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s Para 6 = % se obtiene un esquema de diferencias finitas centradas en el tiempo,

conocido como esquema Crank-Nicolson.

Asi, si consideramos la ecuacion de difusién:

ou_
ot 0x%’

utilizando un esquema de diferencias progresivas para la derivada temporal y un esquema

de diferencias centradas para la derivada espacial, podemos escribir la ecuacién anterior

€omo:
n+1 n n n n
u; - OéuiJrl 2u + ui g
At (Az)?
Las condiciones para lograr la estabilidad del método numérico se encuentran en el apéndice
A.

2.6. Inestabilidades de Turing en sistemas de reaccion-difusion

(Kapral & Showalter, 1995; Epstein & Showalter, 1996, como se cité en Pena Pellicer, 2002,
p. 1) afirma que, durante los tltimos anos las diferentes investigaciones quimicas fuera del
equilibrio han tomado muy buen desarrollo logrando una gran cantidad de descubrimientos
en cuanto a comportamientos espacio-temporales como, por ejemplo, duplicacién de pun-
tos; flores quimicas; etc. También el descubrimiento de estructuras en forma de bandas o
hexdgonos. Estas ultimas constituyen la confirmacién experimental de la inestabilidad de
Turing.

Fue Turing quien demostré que la unién entre la difusién y la reacciéon puede surgir un
sistema de reactivos uniformemente distribuidos, conocidos como estructura o patréon de
Turing. Sin importar el caso, para que se logre producir la inestabilidad se necesita de la
interaccién entre dos sistemas: uno de activacién (por ejemplo, autocatélisis) y otro de sa-
turacién, puede ser mediante una especie que difunda mas rapido que el activador. Se debe
senialar que la inestabilidad de Turing no es exclusiva de los sistemas quimicos, también

puede verse en otro tipo de sistemas descritos por reaccién-difusién.
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Un sistema de reaccion-difusion, dependiendo de las condiciones en que se encuentre, puede
generar tres tipos diferentes de inestabilidad: oscilatorias en el tiempo y uniformes en el
espacio relacionadas por las inestabilidades de Hopf, estacionarias en el tiempo y periédicas
en el espacio asociadas con la bifurcaciéon de Turing, y oscilatorias en el tiempo y espacio.

(Chaidez (2010); Duran (2012); Turing (1952); Vanegas (2009))

2.6.1. Inestabilidad de Turing-Hopf

Después del articulo de Turing en 1952, se han realizado muchas investigaciones y trabajos
buscando las condiciones para la inestabilidad de sistemas de reaccién-difusién y sus cone-
xiones con la formacién de patrones en diferentes areas, como sistemas quimicos, pero donde
maés se ha desarrollado es en el modelo matematico de la morfogénesis. Cuando se presenta
la aparicién repentina de un ciclo limite que rodea el estado estacionario cuando varia un

parametro en el sistema, mas alla de cierto umbral, se llama punto Turing-Hopf.

Las inestabilidades difusivas generadas por el ciclo limite a menudo se llama inestabilidad
de Turing-Hopf o bifurcacion, lo cual finalmente resulta, a menudo, en patrones oscilatorios

no homogéneos.

2.7. Sistema de reaccidén-difusion

Hay una variedad muy grande de fenémenos bioldgicos donde se ve la fuerte interaccién,
entre dos tipos o méas de células, individuos y/o especies quimicas dentro de un lugar
o regién determinada. Un ejemplo sobre esto, seria el crecimiento de poblaciones, (Pena
Escobar, 2012, p.2) afirma, los sistemas de reaccién-difusién son modelos matematicos que
describen como una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la influencia

de dos procesos:
» Difusién (movimiento local).

» Reaccidn (crecimiento, interacciones, cambios de estado).
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Por difusién podemos citar un ejemplo claro, el agua con la tinta donde una gota de tinta
se diluye conforme avanza el tiempo en un recipiente con agua.

Por reaccién cuando dos o més sustancias se encuentran en un medio cualquiera, se puede
producir una reaccién entre las mismas caracterizada por procesos de consumo, destruccién
o transformacion.

Generalmente, los modelos matematicos de los fenémenos antes mencionados utilizan sis-
temas de reaccién-difusién donde la parte difusiva (dV?u) representa la dispersion; y la
parte reactiva (vf(u,v)) la interaccién de las especies involucradas, ya sean individuos o
células.

Un sistema de reaccién-difusién puede ser estudiado observando la evolucion de la distri-
bucién de los diferentes tipos especies en el dominio en que se encuentran, o teniendo en
cuenta sus patrones espacio-temporales, estos patrones pueden presentar comportamientos
estables o inestables dependiendo las caracteristicas de cada sistema. Bajo ciertas condicio-
nes, los sistemas quimicos de reaccién-difusiéon pueden generar espontdneamente patrones
espaciales heterogéneos desde un estado estacionario uniforme en respuesta a pequenas

perturbaciones. (Gonzalez, 2009a; Turing, 1952)

Las ecuaciones diferenciales de un sistema de reaccién-difusién de dos sustancias u y v
pueden ser escritas de forma adimensional como:

% + V(au) = V2u + v f(u,v),

(26)
ov ~ 2
5 T V(@) = dViu+yf(u,v),

en el dominio Q(t) C R", donde f y g son las funciones que definen el término reactivo,

D,
V2 es el laplaciano y d = D, es la relacién de difusividades D,, y D,, coeficientes de los

que depende la velocidad de difusién de cada sustancia en el dominio. Por otra parte, a

representa el campo de velocidad de flujo, que en dos dimensiones es definido por a =
oxr Oy
ot’ ot

] y v es un pardmetro de escala del sistema. (Gonzalez, 2009a)
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2.7.1. Adimensionalizacion

La adimensionalizacion es una técnica matematica que se emplea en las ecuaciones donde
se ven involucradas variables con dimensién. Para llevar a cabo este proceso, se consideran
valores caracteristicos tanto de las variables dependientes como independientes, y se aplica
un cambio de variable tal que todas las sustancias o cantidades involucradas sean relativas

a dichos valores caracteristicos.

Para este trabajo se busca adimensionar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales;
al hacerlo se obtendra un sistema sin dimensiones y mas sencillo de estudiar debido a que

el nimero de pardmetros disminuye.

Reaccion de Schnakenberg

Schnakenberg, consider6 un conjunto de dos especies en una reaccién trimolecular que
admite reacciones periddicas. Este modelo involucra 4 sustancias, A, B,U y V. El modelo

consiste en: (Galeano et al., 2010; Charé, 2013; Chaidez Félix, 2010)

Us A,
B—V,
2U +V — 3U,

Lo que conduce a:
flu,v) = Kya — Kyu + Kzu?v,
g(u,v) = Kb — Kzu?v,

donde k; con i = (1,2,3,4) son las velocidades de las reacciones. Las sustancias A y B
son de concentracién constante. Definiremos: Kya = k1, K1 = ko, K3 = k3 y Kob = ky.

Ademas, introduciendo difusién a las cinéticas del modelo, nos queda:
wp = k1 — kau + ksu’v + DyA%u,

vy = kg — ksu®v 4+ Dy A2,
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adimensionalizando nos queda:

— A2 [ksp. L* _ 1. L* L2, 2
u = A“u + kzleu k:zDuu—i-nguuv

— Dy A2 [k3p. L2 _ . L2, 2
Ut_DZAU+ k2k4Du nguuv.

. 2
Definiendo v = kzé—u, d = B_Z’ a = w/ﬁ—i% yb= %% tenemos que el modelo de

Schnakenberg en su forma adimensional es:

up = y(a — u + u?v) + Au,

(27)
ve = v(b — u?v) + dA?v.

2.8. Patrones de Turing

Alan Turing establecié que, si los procesos de reaccién quimica y la difusién molecular son
homogeneizadores por separado, juntos tienen la posibilidad de generar patrones estacio-

narios combinandolos bajo circunstancias especiales.

“La morfogénesis (del griego morphé, forma, y génesis, creacién) es el proceso por el cual
se van desarrollando en un embrién los érganos diferenciados de un adulto a partir de
estructuras indiferenciadas. Conjuntamente con el control del crecimiento celular y de la
diferenciacién celular, constituye uno de los aspectos fundamentales de la biologia del de-

sarrollo.” (Duran, 2012, p.6)

Segin Turing, un patrén quimico puede lograr formar un patrén biolégico mediante los
morfégenos, los cuales ayudan a las células a diferenciar un color de otro, ver (Figura
4). En un lenguaje quimico, Turing representa la competencia entre la activacién de un
compuesto A y la inhibicién de un compuesto B. Entonces, para que este proceso de lugar
a patrones, el inhibidor debe difundirse mas rapidamente que el activador, de otro modo, el

inhibidor acabaria totalmente con el compuesto A en la regiéon y no habria reaccion.

Uno de los principales fenémenos dénde se aplica la teoria de formaciéon de patrones

es:
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Figura 4: Manchas en la piel de una jirafa. La formacién de patrones en los mamiferos requiere diferen-
ciacion en las fases de desarrollo, entre las regiones que contienen células productoras de pigmentacion y las
que no. En las figuras se aprecian los dos tipos distintos de marcas en la piel. Murray atribuye la formacion
de los dos patrones a la diferencia de umbral de concentracion de morfégeno dedicado a la actividad de los

melanocitos. (Sdnchez Colmenarejo, 2009, p.22)

La melanogénesis

La morfogénesis es el proceso por el cual, en un embrién, se van desarrollando los organos
diferenciados de un adulto a partir de estructuras indiferenciadas; se describe el desarrollo
de la estructura, el patrén o la forma en un organismo. Los procesos implicitos son bastantes
complejos y abarcan niveles subcelulares a multicelulares en el individuo.

Turing logré exponer un resultado poco conocido que predijo el potencial de difusién para
conducir a “morfogénesis quimica”.

A lo largo de los afos, se ha asociado la difusiéon con una influencia homogeneizadora
que conduce a distribuciones espaciales uniformes. Pero, resulta sorprendente cuando se
dice que la difusién puede tener un efecto opuesto, engendrando gradientes quimicos y
fomentando “patrones” quimicos no uniformes. Esto ultimo, es lo que en verdad predice la
teoria.

(Edelstein-Keshet, 1988; Turing, 1952) propone tres elementos necesarios para la formacién
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de patrones quimicos:
I. Dos o mas especies quimicas.
11. Diferentes tasas de difusién para los participantes.
111. Interacciones quimicas.

Turing sugirié que durante las etapas del desarrollo de un organismo, los componentes
quimicos generan un pre-patrén que luego se interpreta como una sefial para la diferencia-
cion celular. En su articulo, las sustancias que juegan un papel en la diferenciacién celular
han recibido el nombre de morfégeno. Si la concentracién de estas sustancias sobrepasa
cierto valor, la célula expresa un rasgo (como el color rojo), y si no sobrepasa ese valor,
entonces puede expresar otro rasgo (se torna color azul). Para ello, es necesario establecer
las condiciones en las que se puede establecer el pre-patrén quimico mediante algun me-
canismo. El mecanismo que él encontré fue del tipo reacciéon-difusion. Este proceso se

puede evidenciar en la (Figura 5)

Figura 5: Segin Turing un patrén quimico puede gemerar un patrén bioldgico mediante los llamados

morfégenos que ayudan a la célula a diferenciarse de un color o de otro. (Durdn, 2012, p.7)

Uno de los mecanismos que cumplen las caracteristicas propuestas por Turing es el lla-

mado activador-inhibidor. Este sistema propone la interaccién entre morfégenos llamados
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activador e inhibidor. Un compuesto A lleva a cabo una reaccién de autocatélisis generan-
do maés de ella misma. Pero al mismo tiempo, este compuesto A activa la formacién de
un compuesto B que inhibe la produccién de A. Dependiendo la velocidad de difusién en
el medio de ambas sustancias o compuestos, sus rangos de influencia pueden variar, ver

(Figura 6).

U (activador)
V (inhibidor) ...

conc UV

Figura 6: Mecanismo reaccién-difusion de Turing. Si en el proceso competitivo entre activador e inhibidor

el primero se difunde mds lento, se da lugar a irreqularidades locales que forman un patrén. (Durdn, 2012,

p.7)

(Murray, 1981, citado en Edelstein-Keshet, 1988) afirma qué, la melanogénesis es la sintesis
y deposicién de granulos de melanina, que son responsables de la pigmentacién oscura de

la piel y el pelaje de los mamiferos.

2.9. Estabilidad y condiciones para estados no homogéneos

En un sistema de reaccién-difusién presenta inestabilidad de Turing si el punto fijo o
critico del sistema presenta estabilidad en ausencia del término difusivo, pero presenta
inestabilidad debido a perturbaciones espaciales cuando se introduce el término difusivo;
todo esto induce a la formacién de patrones en el espacio. Esto aplica para un sistema de

reaccién-difusién de dos quimicos u y v, (Vanegas, 2009).

Para encontrar estas condiciones necesarias para la formacion de patrones en un sistema

de reaccién-difusion se necesita considerar condiciones de cero flujo en la frontera y una

37

PERTINENTE CREATIVA INTEGRADORA

Carrera 15 Calle 12 Norte Tel: (57) 6 7 35 9300 Armenia, Quindio - Colombia




UNIVERSIDAD 2 MARCO CONCEPTUAL

DEL QUINDIO

condicion inicial. La condicién de cero flujo garantiza que el patrén espacial serd formado
tnicamente por los quimicos involucrados y no por agentes externos (Chaidez Félix, 2010;

Gonzdlez, 2009a). El sistema ha considerar es:

ou 9
o =) + VP

(28)
ov

ar ’Yg(u, ’U) + dV2v,

ot

Las condiciones de contorno se tomaron como homogéneas de Neumann (de flujo nulo)
sobre todo el contorno para lograr considerar uinicamente el efecto de las reacciones en el

interior del dominio:

(29)

en 0Q(t). 0(t) representa la frontera del dominio (). n representa el vector normal
unitario. Las condiciones iniciales se tomaron como concentraciones pertubadas alrededor

del punto fijo (Z,7).

Para lograr encontrar inestabilidad de Turing primero deduciremos las condiciones para las
cuales el sistema (28) presenta estabilidad en el punto fijo en ausencia del término difusivo.
Después en presencia del término difusivo las que permitan inestabilidad dando lugar a la

formacién de patrones.

2.9.1. Estabilidad en ausencia de difusion

Consideremos el sistema (28) sin difusién:

Ut = PYf(ua U)v (30)
vy = v9(u,v),
38
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el sistema lineal asociado a (30) alrededor del punto fijo estd dado por

U u u v
! =~A , donde A= fu S . (31)

o ! Ju I/ )
Asi, por el teorema de Hartman y Grobman tenemos que el punto fijo es estable en el

sistema (30) si es estable en (31). Por lo tanto, el punto fijo (@, ) es estable si

trA <0, detA >0, (32)

donde trA = fu + 90y detA = fugv - fvgu

2.9.2. Inestabilidad en presencia de difusién

La difusién juega un papel importante dentro del sistema, ya que ésta permite la generacion
de patrones en el espacio al modificar la estabilidad del punto fijo estable. Para esto con-
sideraremos pequenas perturbaciones en el estado estable e introduciremos las siguientes

matrices y vectores
U — Ug 1 0
w= , D= , (33)
v — g 0 d
donde D es la llamada matriz de difusién. Ahora, el sistema (27) junto con las condiciones
de frontera (29) queda expresado como

%—1: = Aw + DV*w. (34)

Para hallar la solucién del sistema anterior también es necesario resolver el problema de

valores propios k2 denotado por la siguiente ecuacion:

VAW + kW =0, (35)

La solucién de este problema depende tinicamente de la geometria del sistema. Cominmente
estas soluciones son funciones oscilatorias y k representa el modo de oscilacion de la solu-

cién, por esto es llamado ndmero de onda.
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Luego, se puede proponer una solucién para la ecuacién (34) de la forma
Z Cmne/\mnth (T)a (36)
m,n

donde C,,,;, son constantes; m,n pares de enteros y Wy(r) son las soluciones del problema

de valores propios (Murray, 2012)

ZAmncos mcosnz Y,

donde A,,, son constantes.
Luego, considerando las condiciones de cero flujo en la frontera tenemos que para dos di-

mensiones la solucién tiene la forma (Chaidez Félix, 2010; Murray, 2012.)

w(z,y,t) Z Crune™tcos zcos%y (37)

Ahora para hallar los valores de \ necesitamos usar (34), (35), para obtener una ecuacién

la cual al resolverla nos permitira establecer los diferentes valores de A
|A—k*D — | =0,

desarrollando esta ecuacién

N+ AR (1 +d) = (fu+ 90)] + h(k?) =0,

(38)
donde: h(k?) = dk* — (df, + go)k® + detA,

(Chaidez Félix, 2010; Murray, 2012.) afirman que la estabilidad del punto perturbado
depende del signo de A, si Re(A) > 0 se tendrd inestabilidad, y estabilidad cuando sea
menor que cero (Re(A) < 0). Si tomamos k = 0, en la Ec. (38), entonces h(0) = detA.
Por lo tanto, estariamos analizando un sistema dindmico. No una ecuacién de reaccién-
difusién. Se tiene que recordar que se necesitan condiciones que cambien la estabilidad del
punto fijo cuando se agrega el término difusivo, por ello ademas de respetar las condiciones

(32) también debemos encontrar ciertas condiciones que permitan obtener inestabilidad en
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presencia del término difusivo, es decir, se requiere que Re(A) > 0 para algin k # 0.

La tinica manera de que Re(\) > 0 es si h(k?) < 0 en la Ec. (38) y esto solo puede suceder
si dfy + g, > 0. Dado que de (32), f, + g, < 0 significa que se tiene que d # 0, es decir, u
y v deben tener diferentes coeficientes de difusién (Murray, 2012).

Ahora solo necesitamos hallar los valores de k? para los cuales h(k?) < 0
h(k?) = dk* — (dfy + go)k* 4 detA < 0, (39)

al igualar h(k?) = 0 obtenemos una funcién cuadrética, y la existencia de dos raices reales

nos asegura la Ec. (39). Asf solo es necesario que el discriminante (df,, + g,)% — 4d|A| > 0.

(dcfu + gv)2

hk*) =0=|A| =
(k) = 0= 4] = SRl
el valor d. es el valor de d para el cual se cumple la igualdad. Este valor se halla al

resolver

A2 f2 + (2fuge — 4A])de + g2 = 0, (40)

(Chaidez Félix, 2010; Murray, 2012; Durén, 2012) aseguran que, para que h(k?) sea negativo
para algun valor de k, es necesario que el minimo de la funcién h sea negativo. La funcién

h(k?) en (38) es una funcién cuadrética. Su minimo se encuentra en k2, y sus valores son

negativos en el rango que esta entre las raices de h(k?):

%(dfu + gv) - [(dfu + gv)2 - 4d|A”% <k*< %(dfu + gv) + [(dfu + gv)2 - 4d|A|]%,

donde:

oy +90) = [+ 90)* — 4d| A} = K,

o+ 90) + [(dfu + 90)? — AdI A = K.
Asi, la desigualdad queda de la siguiente manera:
2 < K < K2on- (41)
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Por lo tanto, buscamos estabilidad en el punto fijo sin considerar difusién e inestabilidad
en éste con difusién, para lograr la inestabilidad de Turing. Asi, las condiciones necesarias

y suficientes para que surja este suceso y que dan lugar al espacio de Turing son
Ju+ 90 <0,
Jugv — Jogu >0,
(42)

dfu + gv > 0,

(dfu + gv)? — 4d(fugo — fugu) > 0.
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3. Metodologia

La realizacion del trabajo planteado se soporté principalmente en la creacion de un algorit-
mo computacional que logré generar aproximaciones de soluciones de un modelo matemati-
co aplicado a la reproduccién de patrones bioldgicos. Consideramos el tema de sistemas
dindmicos, en particular los relacionados con puntos de equilibrio y estabilidad, porque
estos se utilizaron como parte del problema a resolver.

La investigacién la tomamos principalmente en tres fases:

La primera fase fue la recopilacion de bibliografia; la segunda fase, la formulacién del algo-
ritmo computacional para la aproximacién de soluciones del modelo de la melanogénesis; y
la tercera fase, la validacién de las soluciones obtenidas en la implementacién del algoritmo
al modelo planteado.

También cabe resaltar que la investigacién fue de tipo cuantitativa debido a que se realizo
un analisis matematico de los diferentes datos recopilados para lograr describir y explicar

un fenémeno biolégico mediante estudios y simulaciones numéricas.

Fase 1: Recopilacion de bibliografia. En esta fase realizamos una consulta bibliografi-
ca sobre los fenémenos, patrones de Turing, ecuaciones diferenciales parciales, sistemas de
reaccion-difusién, inestabilidad de sistemas dindmicos, método de diferencias finitas. Pos-

teriormente estudiamos el modelo de la melanogénesis planteado en la ecuacion (27)

Fase 2: Implementacion del algoritmo en MATLAB. Se propuso la construccion
de un c6digo en MATLAB (R2020b) que nos permitié generar las aproximaciones de las
soluciones al modelo de la melanogénesis planteado en la ecuacién (27) y que logré la

reproduccion de patrones biolégicos.

Fase 3: Validacion de los métodos. En esta fase, después de que realizamos toda la

consulta bibliogréfica y la verificacion de las soluciones numéricas obtenidas del modelo de

43

PERTINENTE CREATIVA INTEGRADORA

Carrera 15 Calle 12 Norte Tel: (57) 6 7 35 9300 Armenia, Quindio - Colombia

www.uniquindio.edu.co




0

_-? Acnmmm
DEALTA
. GALIDAD )
) 3 METODOLOGIA

-.--

UNIVERSIDAD
DEL QUINDIO

la melanogénesis, procedimos a validar este modelo estudiando los datos arrojados mediante

la simulacién.
= Andlisis de error numérico: Estudio de convergencia

s Comparacion de resultados con estudios previos
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4 RESULTADOS

4. Resultados

Como vimos en el capitulo de los fundamentos tedricos, el sistema de reaccién-difusién del

modelo de Schnakenberg esta expresado por:

w = y(a — u +u*v)+ YV (43a)
1 2 3 4 5

ve = (b —utv)+dViy, (43b)
1 2 4 5

donde las constantes a, b, d y v son pardmetros positivos, con a y b valores adimensionales
de produccién, v la constante adimensional y d la relacién entre los coeficientes de difusién.
En la ecuacién (45) el término 1 representa flujo, 2 representa produccién, 3 representa
consumo, 4 representa catalisis lineal y 5 difusién. La reaccién es tal, que en la ecuacion
(43a) el término 4 representa produccién de u en presencia de v, mientras que en la ecuacién
(43b) el mismo término representa el consumo de v en la presencia de u. (Gonzdlez, 2009b;

Vanegas et al., 2009a; Vanegas Acosta et al., 2009b)

4.1. Discretizacién del modelo

El modelo de Schnakenberg esta dado por

ou 9 9
Frile v(a —u+ uv) + Vu,
ov 9 9

para discretizar este modelo utilizaremos un esquema de diferencias progresivas para la de-

rivada temporal y un esquema de diferencias centradas para el operador Laplaciano.

Para la primera parte del sistema

n+1 n n n n n n n
Yig TUd g e 2 ) itk 20 Uiy Ui — 2U U
At b b I (Ax)? (Ay)? ’
resolviendo para uT!, se tiene

i?j

n+1

_.n . 2 n _ n n n o n n
wp T =gy At(a — w g ug i) (it — 20 Fuitg ) e — 2w+ uglig),
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_ At _ At
con r; = ﬁ(A‘r) , T = ﬁ(Ay) .

De manera analoga para la segunda parte

n+1l __

n 2 n n n n n n
vp =i+ YA D — g vi5) + (vt — 207 F ot ) F pa(vi g — 2085+ vi),

con p; = %, po = &2;2 y d es el coeficiente de difusion.

4.2. Estabilidad en ausencia de difusion

Para lograr generar la inestabilidad de Turing, necesitamos encontrar estabilidad en au-
sencia de difusion e inestabilidad debido a perturbaciones en presencia de esta.
Primero encontraremos los puntos fijos del sistema, mas especificamente de la parte reac-

tiva, y la estabilidad de éstos.

El sistema a considerar es:

du 9
%—a—u-i-u v = f(u,v),
(44)
dv 9
%—b—u v = g(u,v),

con a y b constantes positivas.

Luego, para encontrar los puntos fijos del sistema es necesario igualar a cero y despe-

jar

flu,v) =0 = a—u+u?v=0,

g(u,v) =0 = b—u’v=0.

Asi, el punto fijo (ug,vo) estd dado por

(uo,v0) = (a +b, ﬁ) ;

ahora, necesitamos analizar si este punto fijo cumple las condiciones vistas en la seccién
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3.9; para ello evaluamos el Jacobiano.

Al (B R

Ju  Gv

(u0,v0)
el punto fijo es estable si los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. Estos

valores se determinan al hallar las raices de la ecuacién siguiente
N —trA+detA =0,

es decir, si se cumplen las desigualdades (32) el punto fijo es estable.

Reemplazando el punto fijo en la matriz Jacobiana tenemos que

b—a 9
fu_a—i—b’ fv_(a+b)7
(45)
2 ,
gu_a——i—b’ gv__(a+b)7
ahora, evaluando en las condiciones (32)
trA=fu+g, <0 = b—a< (a+b)?
(46)
detA = fugy — fogu >0 = (a+0b)%>0.

Asi, para asegurar la estabilidad los pardmetros deben cumplir las condiciones anteriores.
Al utilizar ¢ = 0,56 y b = 0,5 como pardmetros iniciales, se puede verificar que cumplen
las desigualdades (32). Es evidente que detA siempre serd mayor que cero para valores

positivos de a y b.

trA = 0,5—0,56 < (0,56 +0,5)3
= 0,06 < 1,1910.

En la (Figura 7) se muestra el punto critico definido por la interseccién de las ceroclinas

utilizando los pardmetros a = 0,56 y b = 0,5. Y en la (Figura 8), se muestra el campo
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vectorial del sistema 44 con diferentes condiciones iniciales.

Ceroclinas

® punto critico
—i=0
25F —g=0

0.5

Figura 7: Punto critico del sistema (44) definido por la interseccion de las ceroclinas para valores de

a=0,56 yb=0,5.
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. Campo vectorial
25} \
ol
=151
i}
05 -
S .‘”J.’).JJM ;
Du 0.5 1 15 2 25 3

Figura 8: Campo vectorial del sistema ({4) con distintas condiciones iniciales y donde las soluciones

convergen al punto critico. Se utilizaron los mismos valores para a y b.

N

Figura 9: Campo vectorial del sistema (44) donde las diferentes soluciones del sistema se aproziman al
punto critico pero no convergen a él. Se utilizaron valores de a= 0,1 y b= 0,2. En este caso, no ocurre la
convergencia debido a que a la hora de reemplazar los valores de a y b en las condiciones (32): trA < 0 y

detA > 0; no cumplen con estas condiciones.

PERTINENTE CREATIVA INTEGRADORA

Carrera 15 Calle 12 Norte Tel: (57) 6 7 35 9300 Armenia, Quindio - Colombia

www.uniquindio.edu.co




UNIVERSIDAD 4 RESULTADOS

DEL QUINDIO

4.3. Inestabilidad en presencia de difusion
El modelo de Schnakenberg de reaccion-difusion en su forma adimensional es

ut = y(a — u + u?v) + V3u,
ve = (b — u?v) + dV>3v.

Necesitamos aplicar las condiciones (42) al sistema anterior para lograr encontrar la forma-
cién de patrones espacio-temporales. Como vimos en la seccién anterior, el sistema tiene
como punto critico (,?) = (a + b, ﬁ) . Ahora, debemos escoger a y b de tal manera
que el punto critico cumpla con las condiciones de estabilidad en ausencia de difusién. Para
ello y con el fin de realizar algunas simulaciones, usaremos valores para a y b de 0,2 y 0,5
respectivamente. Se puede verificar que cumplen con las condiciones (32) y por tanto el
punto critico es estable, como se muestra en la (Figura 10). Los valores necesarios para los

célculos son

fu(@, ) = 0,428,
fo(@,v) = 0,49,
gu(t,0) = —1,428,

90(70,7) = —0,49.
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25

=hi

Figura 10: Campo vectorial para valores de a = 0,2 y b = 0,5 donde las soluciones convergen al punto

critico. El punto critico es estable.

Ahora, necesitamos encontrar los valores de k y d para los cuales surgirdn los patrones.

Para el valor de d usaremos la ecuacién (40)
0,183d% — 2,379d,, + 0,240 = 0, (47)

al resolver la anterior ecuacion, obtenemos las raices d.; = 0,1016 y deo = 12,8983.
Como estamos trabajando en dos dimensiones, necesitamos encontrar valores m y n tal
que k? = 7%(n? + m?) con m, n € Z.

Asi, tomando d = 14 tnicamente resta buscar los valores m y n que permitan la formacién

2

=~ . de la ecuacion (41)

de patrones. Calculando k%un v k

k2., = 0,136y,

k?nax = 0,256,
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luego, tenemos que k2, < k? < k2., donde k> = 7%(n®> + m2) con m, n € Z. Para
v =200

2,756 < n? +m? < 5,228,

de donde podemos encontrar ciertos puntos satisfacen la desigualdad, estos puntos son

(nv m) = {(_2’ O)a (_2a 1)7 (_27 _1)7 (_1’ _2)’ (_1’ 2)a (07 _2)7 (07 2)7 (1’ _2)7 (1a 2)7

(2,-1),(2,0),(2,1)}.

Estos valores satisfacen la desigualdad cuando v = 200. Si utilizamos distintos valores de
7, se obtienen distintos valores para n y m. Si ahora hacemos que k2 solo dependa de n o
m, teniendo en cuenta que debe satisfacer (41), se obtendran otro tipo de patrones. Para

ello es necesario que n =0 o m = 0.

Cuando tenemos que n = 0 la simulacion se verd en una sola direccién, en este caso en direc-
cién y; y cuando m = 0 la simulacién ocurre en direccién x. En las siguientes simulaciones
para ilustrar la concentracion de cada quimico se utilizaron diferentes colores, el color rojo
muestra que existe maxima concentracién, mientras que el color azul concentracién casi

nula.

El c6digo en MATLAB (R2020b) utilizado para generar las siguientes simulaciones se

encuentra en el apéndice C.
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u para t=10 v para t=10 u para t=10 v para t=10

1

08

08

o7

oe'

05

04

1

02

0.1

{3 _§
0 0.5

upara t=10 v para t=10 v para t=10
\J

Figura 11: Diferentes simulaciones del modelo con difusién de Schnakenberg en dos dimensiones, para
valores de a = 0,2, b = 0,5 y d = 14 variando el valor de v. En (a) se utilizé v =200, n =1y m = 2; en

(b) y=1000, n =3 y m=3; en (c) y=1200, n =4 y m =3; en (d) v =2000, n =5 y m = 5.
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i u para t=10 4 v para t=10
09
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08
5 05
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0 0
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(b)
u para t=10 v para t=10

0

05 1 0 0.5 1

Figura 12: Diferentes simulaciones del modelo con difusién de Schnakenberg en dos dimensiones, para

valores de a = 0,2, b = 0,5 y d = 14 variando el valor de . En (a) se utilizé v = 1200, n =5 y m = 0; en

(b) y=2000, n =6y m=0;en (¢c) y=1200, n =0y m =5; en (d) v =2000, n =0y m = 6.
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5 CONCLUSIONES

Conclusiones

En este trabajo se estudié el mecanismo de Turing propuesto por Alan Turing en
su articulo en 1952 y se aplicé a un sistema de reaccién-difusiéon muy conocido: el
modelo de Schnakenberg. En primera instancia se buscaron las diferentes condiciones
para cumplir la estabilidad del punto critico cuando en el sistema no se encuentra el
término difusivo; después al sistema se le integré el término difusivo y se buscaron
las condiciones necesarias para que el proceso de difusién (considerado un proceso
estabilizante) desestabilizara el sistema dando paso asi a la generacién de patrones
espacio-temporales. Para el modelo estudiado se encontré el Espacio de Turing, que
consta del conjunto de puntos que satisfacen estabilidad en el punto critico e inesta-

bilidad en el sistema completo, es decir, satisface las condiciones (42).

En las simulaciones se logra observar los diferentes patrones espacio-temporales en
dos dimensiones para el modelo de Schnakenberg donde se pueden apreciar las con-
centraciones maximas y minimas que alcanzaban los quimicos involucrados en el
proceso. En las simulaciones se puede ver dos tipos de patrones: manchas circulares
y algunas rectas horizontales y verticales, esto se debe al tipo de perturbacién uti-
lizada. También se estudié el papel que juega v en el sistema de reaccién-difusion
observando como afecta en la simulacién el aumento o disminucién de este valor.
Para los patrones circulares podemos observar que a medida que aumenta el valor de
~ obtenemos diferentes valores para m y n, los circulos pasan de verse grandes a mas
pequenos, ademas de aumentar la cantidad de estos. De manera andloga sucede para
los patrones de franjas horizontales y verticales. El papel de v es muy importante ya
que si no se escogen valores adecuados de m y n para vy la simulacién puede verse
erréneamente o estabilizarse; si ocurre esto ultimo no se podran observar patrones en

la simulacién solo una imagen de color sélido.

s Para lograr la formacion de patrones es necesario encontrar las condiciones para
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cumplir la estabilidad del punto critico en ausencia de difusion; después al considerar
el término difusivo, es decir, el sistema de reaccién-difusién completo, encontrar las
condiciones necesarias para que el proceso difusivo desestabilice el sistema. Estas
condiciones se pueden apreciar en las desigualdades (32) y (42) respectivamente.
Estas condiciones también conforman el llamado: espacio de Turing. El estado de
equilibrio se determina tUnicamente de la parte reactiva del sistema y también de la
rapidez de la reaccion; ademas, la incorporacién de la parte difusiva en la reaccién
es la que ocasiona formas espaciales que no se desvanecen con el tiempo. Ademads, ~y
juega un papel muy importante en la simulacion ya que se utiliza como un valor de
reescalamiento del sistema, ademads de las consecuencias que conlleva el aumento o

disminucion del valor de 7.

En las simulaciones no se consideraron otro tipo de geometrias realistas, solo simula-
ciones en un dominio de forma cuadrada. Aunque es posible extenderse a otro tipo de
dominios o geometrias realistas y otro tipo de dominios como los dominios méviles asi

como se muestra en (Chard, 2013). Pero este tipo de trabajo se deja para un futuro.

En general, el mecanismo de Turing estudiado en este trabajo no asegura que las
manchas que se ven en algunos animales surjan o se lleven a cabo de esta manera
debido a la alta complejidad de la estructura genética de los seres vivos. Segtin Turing,
el patrén biolégico puede aparecer a consecuencia de un pre-patrén quimico. Los
resultados obtenidos se pueden comparar con los patrones encontrados en algunos

animales como lo podemos apreciar en la (Figura 13).
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Figura 13: En (a) se aprecia la imagen de un cheetah o guepardo, en (c) la imagen de una zebra. En (b)

y (d) se muestran aplicaciones del mecanismo de Turing en un sistema de reaccidn-difusion.
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= Debido a la complejidad de las ecuaciones de reaccién-difusién, es necesario resolverlas
mediante métodos numéricos. Los métodos més comunes para lograr resolver este
tipo de ecuaciones son: el método de diferencias finitas y el de elementos finitos. En
este trabajo se confirma que el método de diferencias finitas es eficaz para resolver

problemas unidimensionales y bidimensionales de este tipo de ecuaciones.

» Desde un punto de vista bioldgico, las simulaciones vistas en las (Figuras 11) y (12)
se pueden interpretar como: las zonas de color rojo dénde la concentracién es maxima
quiere decir que, es una zona en la cual la concentracién de proteinas y/o melanina
es mucha y ayuda a tornar la piel de cierto color. Mientras que las zonas azules
nos muestra una zona donde las concentraciones de proteinas son pocas, casi nulas.
En pocas palabras, vemos que en ciertas zonas la melanina o proteinas tienden a

acumularse més que en otros lugares.

» En la (Figura 14) se puede apreciar una comparacién entre la simulacién realizada
en este trabajo y la simulacién realizada por Chaidez Félix en su trabajo de grado.
Podemos apreciar gran similitud entre ambas simulaciones, la principal diferencia
radica en las zonas donde tiende a acumularse mas concentracién de melanina y/o

proteinas.
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u para t=10 v para t=10 v para t=10
A

Figura 14: En (a) y (b) se aprecia la simulacién realizada en este trabajo para valores de a = 0,2, b = 0,5,
d=14, v = 1200 y 2000, n =4 y m = 3, n =4 y m = 5 respectivamente. En (c) y (d) se observa la

stmulacidon realizada por (Chaidez Féliz, 2010) para los mismos valores de a, b, d, v, n y m respectivamente.
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Apéndice A. Estabilidad del método de diferencias finitas

Teniendo en cuenta una ecuacién de difusién en una dimension

ow 0*wW

ot o2

La aproximacion de diferencias finitas de primer orden explicita es

Wﬁ+1 — Win D n n n
: = Az (Wi —2W" + Wiky),

At ( )2
y definiendo A = %’

Anadlisis de estabilidad de Fourier

(Roca Arroyo y Valbuena Duarte, 2014) La condicién de estabilidad de un esquema en
diferencias finitas sera satisfecho si la amplitud de cualquier error £” no aumenta con el

tiempo, es decir

gn—i—l

G| =
G| &

<1, (49)

donde la cantidad G, definida:

gn—i—l

G
é'n

es denominado el factor de amplificacién del error y estd definida en funcién del intervalo
de tiempo y de las particiones espaciales.
Teorema. El método explicito es estable para A < %

Demostracion

(Roca Arroyo y Valbuena Duarte, 2014; Duran, 2012) Cualquier condicién de estabilidad
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para el caso del esquema de diferencias finitas explicito puede ser determinado mediante

la siguiente expresién

al sustituir (50) en (48) se obtiene
€ =1—4\sin® (_Bﬁw) ,

como sin?(#) < 1, se tiene

£<1—4A,

por la condicién de estabilidad dada en (49) y la definicién del factor de amplificacién, se
debe cumplir que

—1<1— 4,

finalmente,

A<

N

Asi, el método explicito es estable para A <

N[

Para un caso bidimensional

ow PwW W
D 4+ 51
ot ( 022 T oy ) (51)
la demostracion del teorema es la siguiente:
Demostracién 2

(Roca Arroyo y Valbuena Duarte, 2014) Este factor representa el comportamiento del error
en un nodo arbitrario (7, j) para un tiempo discreto t. Como (52) debe resolver el esquema

explicito de diferencias finitas de la ecuacién (51), al sustituir se tiene
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E=1—4|)Msin

I

2f0T _ Aosin? —6§y

como sin?(#) < 1, se tiene

E<1—4[A — N,

ahora por la condicién de estabilidad (49) y la definicién del factor de amplificacion, se
debe cumplir que

—1< 1T —4[\ — A,

luego,
1
(A1 + A2) < 5

1

De modo que si hacemos A = A; + Az, entonces A < %, A< %, A2 < 5. La cual es la

condicién de estabilidad del método explicito.
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Apéndice B. Estudio de convergencia numérica del operador

de difusion en el dominio de referencia bidimensional

Este ejemplo tiene por objetivo presentar un estudio de la convergencia numérica del ope-
rador de difusién implementado en MATLAB (R2020b) en el contexto bidimensional. Para
poner a prueba el codigo implementado se propone la solucién del siguiente problema en
dos dimensiones.
U = k(uze + uyy), Q=[-1,1] x [-1,1],
u(z,y,0) = ¢(z,y,0), (1)
u(@,y, t)lg = o(2,y,1)lg;
donde

1 _ (z—20)%+(y—yg)?

rw(at+1) )
A +1° (2)

QO(Z, Y, t) =

K es el coeficiente de difusion, (xg,yo) la coordenada del punto méximo de la concentracién

inicial. Es de resaltar que ¢ es solucién analitica del sistema (1).

Considere el dominio 2 = [~1,1]? tal y como se muestra en la (Figura 1). El analisis
solo tiene en cuenta la ecuacién de difusiéon con condicion inicial centrada en el dominio,
xo = 0,5, yo = 0,5, coeficiente de difusién « = 0,05 y tiempo final de T f = 1,5 lo demas
datos pueden ser apreciados en la (Tabla 1). En la (Figura 2) se aprecia el resultado de la

simulacién comparado con la solucion exacta.

Como el problema planteado tiene solucién analitica (2), es posible estimar el error asociado
al proceso de discretizacién obtenido por el método de diferencias finitas, al utilizar el
método de diferencias centradas y progresivas es de esperar que el error se comporte de la
forma (At, Az?, Ay?) conforme At = 0y Az = Ay — 0. El error de la solucién obtenida
mediante el método numérico con respecto a la solucién andlitica se calculé con la maxima

diferencia en valor absoluto en cada nodo de la malla
Error = maz; jlui'; — (i, yj, ")
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Figura 1: Dominio Q = [-1,1]?

La (Tabla 1) muestra el comportamiento del error conforme se disminuye At y Az a la
mitad de manera sucesiva. Se observa que cuando Az se disminuye a la mitad el error se

disminuye en una cuarta parte (%)2.

Figura 2: Comparacién entre el andlisis del error (lado izquierdo) y la solucién ezacta (lado derecho).
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Tabla 1: Comportamiento del error

M DeltaT Nsize DeltaX Condicion 2  Error

25 0.06000000 4 0.25000000 0.0192 0.49092700
25 0.06000000 8 0.12500000 0.0768 0.09323329
25 0.06000000 16 0.06250000 0.3072 0.00309741
50  0.03000000 4 0.25000000 0.0096 0.49245489
50  0.03000000 8 0.12500000 0.0384 0.09742103
50  0.03000000 16 0.06250000 0.1536 0.00544410
50  0.03000000 32 0.03125000 0.6144 0.00038397
100  0.01500000 4 0.25000000 0.0048 0.49321161
100  0.01500000 8 0.12500000 0.0192 0.09950540
100  0.01500000 16 0.06250000 0.0768 0.00663877
100  0.01500000 32 0.03125000 0.3072 0.00068231
200 0.00750000 4 0.25000000 0.0024 0.49358819
200 0.00750000 8 0.12500000 0.0096 0.10054503
200  0.00750000 16 0.06250000 0.0384 0.00724139
200 0.00750000 32 0.03125000 0.1536 0.00121956
200  0.00750000 64 0.01562500 0.6144 0.00011678
400 0.00375000 4 0.25000000 0.0012 0.49377604
400  0.00375000 8 0.12500000 0.0048 0.10106418
400  0.00375000 16 0.06250000 0.0192 0.00754402
400 0.00375000 32 0.03125000 0.0768 0.00148921
400  0.00375000 64 0.()157612500 0.3072 0.00016610
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M DeltaT Nsize DeltaX Condicion 2 Error

800 0.00187500 4 0.25000000 0.0006 0.49386986
800 0.00187500 8 0.12500000 0.0024 0.10132359
800 0.00187500 16 0.06250000 0.0096 0.00769566
800 0.00187500 32 0.03125000 0.0384 0.00162429
800 0.00187500 64 0.01562500 0.1536 0.00029805
800 0.00187500 128 0.00781250 0.6144 0.00011389
1.600 0.00093750 4 0.25000000 0.0003 0.49391674
1.600 0.00093750 8 0.12500000 0.0012 0.10145325
1.600 0.00093750 16 0.06250000 0.0048 0.00777156
1.600 0.00093750 32 0.03125000 0.0192 0.00169189
1.600 0.00093750 64 0.01562500 0.0768 0.00036408
1.600 0.00093750 128 0.00781250 0.3072 0.00011516
3.200  0.00046875 4 0.25000000 0.0001 0.49394017
3.200  0.00046875 8 0.12500000 0.0006 0.10151807
3.200  0.00046875 16 0.06250000 0.0024 0.00780953
3.200  0.00046875 32 0.03125000 0.0096 0.00172571
3.200  0.00046875 64 0.01562500 0.0384 0.00039711
3.200  0.00046875 128 0.00781250 0.1536 0.00011579
3.200  0.00046875 256  0.00390625 0.6144 0.00011317
6.400 0.00023437 4 0.25000000 0.0001 0.49395188
6.400 0.00023437 8 0.12500000 0.0003 0.10155048
6.400 0.00023437 16  0.06250000 0.0012 0.00782852
6.400 0.00023437 32 0.03125000 0.0048 0.00174262
6.400 0.00023437 64 0.015%2500 0.0192 0.00041363
6.400 0.00023437 128 0.00781250 0.0768 0.00011611
6.400 0.00023437 256  0.00390625 0.3072 0.00011348
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M DeltaT Nsize DeltaX Condicion 2  Error

12.800 0.00011719 4 0.25000000 0.0000 0.49395774
12.800 0.00011719 8 0.12500000 0.0001 0.10156668
12.800 0.00011719 16 0.06250000 0.0006 0.00783802
12.800 0.00011719 32 0.03125000 0.0024 0.00175108
12.800 0.00011719 64 0.01562500 0.0096 0.00042189
12.800 0.00011719 128 0.00781250 0.0384 0.00011627
12.800 0.00011719 256 0.00390625 0.1536 0.00011364
12.800 0.00011719 512 0.00195312 0.6144 0.00011299
25.600  0.00005859 4 0.25000000 0.0000 0.49396067
25.600  0.00005859 8 0.12500000 0.0001 0.10157479
25.600  0.00005859 16 0.06250000 0.0003 0.00784277
25.600  0.00005859 32 0.03125000 0.0012 0.00175531
25.600  0.00005859 64 0.01562500 0.0048 0.00042602
25.600  0.00005859 128 0.00781250 0.0192 0.00011634
25.600  0.00005859 256  0.00390625 0.0768 0.00011372
25.600  0.00005859 512 0.00195312 0.3072 0.00011307
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Apéndice C. Codigo en MATLAB para el esquema explici-
to

% Esquema de diferencias finitas para la ecuacion de reaccion—difusion
%

% Reaccion de Schnackenberg

%

%

%

%

% setup

clear ;

cle;

%o
%o

%Discretizacion

NSize=15;
MSize=15;

NumberofSnapShots=5000.0;
M=160000.0;
T=10;

Xin=0.0;
Xf =1.0;

Yin=0.0;
Yt =1.0;

deltaX=(Xf—Xin)/NSize;
deltaY=(Yf—Yin)/MSize;
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%
%
%Enmallado

X=linspace(Xin,Xf,NSize+1);

Y=linspace(Yin,Yf,MSize+1);
[XX,YY]=meshgrid(X,Y);

S =zeros(NSize+1,MSize+1);

A =zeros(NSize+1,MSize+1);
dS=zeros(NSize+1,MSize+1);
dA=zeros(NSize+1,MSize+1);

%o
%o

% Condiciones iniciales

R=0.01;
eps=0.05;
R=eps.*R;
THETA=pixXX;

%o
%o

%Valores iniciales, punto critico y perturbacion

a=0.2;

b=0.5;
beta=14.0;
gamma=1200.0;

S_Star=a+Db;
A_Star=b/((a+b)*(a+b));
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m=3;

n=4;

S= R.xcos((nxpi/Xf).*XX).xcos((m*pi/YT).*YY) — S_Star;
A= R.xcos((n*pi/Xf).*XX).xcos((m*pi/Yf).*YY) — A_Star;

%

%

Y%Iteraciones en el tiempo
Flagl=1;

Flag2=0;

dt=T/M;
SnapShot=NumberofSnapShots;
SnapShotCounter=11;

tn=0.0;

%
%
% Estabilidad del metodo: diferencias finitas

condnumberl =2xdt*(1.0/(deltaXx+deltaX)+1.0/(deltaYxdeltaY));

condnumber2 =2xbetaxdt*(1.0/(deltaX*deltaX)+1.0/(deltaY*deltaY));

formatSpec = ’Condition.number._1_is.. %4.4f_and.__Condition_number._2.is_ %4.4f__\n’;
fprintf (formatSpec,condnumberl,condnumber2);

if ((condnumberl<1)&(condnumber2<1))

%
%
% Discretizacion del modelo

%
for k=0:M

% Derivacion en Y — Abajo

%
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for 1=2:NSize
Sxx = ( S(i+1,1) —2%S(i,1) + S(i—1,1))/(deltaX*deltaX);

Syy = (2%S(i,2) —2%S(i,1)) /(deltaYxdeltaY);
Axx = ( A(i+1,1) —2%A(1,1) + A(i—1,1))/(deltaX*deltaX);
Ayy = (2+¢A(i,2) —2xA(i,1)) /(deltaYxdeltaY);
Se =S(i,1);

At =AG4,1);

dS(i,1)= gammax(a—S_e+S_exS_exA _f)+(Sxx+Syy);
dA(i,1)= gammax(b—S_exS_exA_f)+betax(Axx+Ayy);

end
%
%Derivacion en X — Izquierda

for j=2:MSize

Sxx = (2%S(2,j) —2xS(1,j) )/ (deltaXxdeltaX);
Syy = ( S(1,j+1) —2%S(1,j) + S(1,j—1)) /(deltaYdeltaY);
Axx = (2¢A(2,§) —2xA(L))) /(deltaXx*deltaX);
Ayy = ( A(Lj+1) —2#A(1,)) + A(1,j—1) )/(deltaY*deltaY);
Se  =5(Lj);

AL = A(L));

dS(1,j)= gammasx(a—S_e+S_exS_exA_f)+(Sxx+Syy);
dA(1,j)= gammasx(b—S_exS_exA_f)+betax(Axx+Ayy);

end

%

%Derivacion en Y — Arriba

for 1=2:NSize

Sxx = (  S(i+1,MSize+1) —2%S(i,MSize+1) + S(i—1,MSize+1) )/(deltaXs*deltaX);
Syy = (2.0%S(i,MSize) —2%S(1,MSize+1)) /(deltaYxdeltaY);

Axx = ( A(i+1,MSize+1) —2%A(i,MSize+1) + A(i—1,MSize+1) )/(deltaXx+deltaX);
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Ayy = (2.0xA(i,MSize)  —2xA(i,MSize+1)) /(deltaYxdeltaY);
S.e = S(i,MSize+1);
Af = A(i,MSize+1);

dS(i,MSize+1)= gammax(a—S_e+S_exS_exA_f)+(Sxx+Syy);
dA(i,MSize+1)= gammasx(b—S_exS_exA_f)+betax(Axx+Ayy);
end

%

%Derivacion en X — Derecha

for j=2:MSize

Sxx = ( 2%S(NSize,j) —2*S(NSize+1,j)) /(deltaXxdeltaX);
Syy = ( S(NSize+1,j+1) —2%S(NSize+1,j) + S(NSize+1,j—1) )/(deltaY=deltaY);
Axx = ( 2%A(NSize,j) —2%A(NSize+1,j)) /(deltaXxdeltaX);

Ayy = ( A(NSize+1,j+1) —2%A(NSize+1,j) + A(NSize+1,j—1) )/(deltaY+deltaY);

S.e = S(NSize+1,j);
Af = A(NSize+1,j);

dS(NSize+1,j)= gammax(a—S_e+S_exS_exA _f)+(Sxx+Syy);
dA(NSize+1,j)= gammax(b—S_exS_exA_f)+betax(Axx+Ayy);

end

%

%Discretizacion de las esquinas
%

%Abajo—Izquierda

Sxx = (2%S(2,1) —2%S(1,1) )/(deltaXxdeltaX);
Syy = (2%S(1,2) —2%S(1,1) )/(deltaY=deltaY);
Axx = (2xA(2,1) —2%A(1,1) )/(deltaX*deltaX);
Ayy = (2+A(1,2) —2%A(1,1) )/(deltaY*deltaY);
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S.e = S(1,1);
Af = A(1,1);

ds(1,1)= gammax(a—S_e+S_exS_exA _f)+(Sxx+Syy);
dA(1,1)= gammas(b—S_exS_exA_f)+betax(Axx+Ayy);

%
%Abajo—derecha
( 2%S(NSize,1) —2%S(NSize+1,1) )/(deltaXxdeltaX);
2xS(NSize+1,2) —2xS(NSize+1,1) )/(deltaY*deltaY);
Axx = ( 2xA(NSize,1) —2%A(NSize+1,1) )/(deltaXx*deltaX);
( 2¢A(NSize+1,2) —2+A(NSize+1,1) )/(deltaY+deltay);

Sxx =

Ayy =

S_e = S(NSize+1,1);
A_f = A(NSize+1,1);

dS(NSize+1,1)= gammasx(a—S_e+S_exS_exA_f)+(Sxx+Syy);
dA(NSize+1,1)= gammas(b—S_exS_exA _f)+betax(Axx+Ayy);

%
%Arriba—derecha

Sxx = ( 2.0xS(NSize,MSize+1) —2%S(NSize+1,MSize+1) )/(deltaX*deltaX);
Syy = ( 2.0«S(NSize+1,MSize) —2%S(NSize+1,MSize+1) )/(deltaYxdeltaY);
Axx = ( 2.0%#A(NSize,MSize+1) —2%A(NSize+1,MSize+1) )/(deltaXxdeltaX);
Ayy = ( 2.0xA(NSize+1,MSize) —2xA(NSize+1,MSize+1) )/(deltaY=xdeltaY);

S_e = S(NSize+1,MSize+1);
A_f = A(NSize+1,MSize+1);

79

PERTINENTE CREATIVA INTEGRADORA

Carrera 15 Calle 12 Norte Tel: (57) 6 7 35 9300 Armenia, Quindio - Colombia

www.uniquindio.edu.co




Z o
3@%
DE ALTA
CALIDAD

A _. REFERENCIAS

UNIVERSIDAD
DEL QUIND{O

dS(NSize+1,MSize+1)= gammax(a—S_e+S_exS_exA_{)+(Sxx+Syy);
dA(NSize+1,MSize+1)= gammas(b—S_exS_exA_f)+betax(Axx+Ayy);

%
% Arriba—izquierda

Sxx = ( 2.0%«S(2,MSize+1) —2%S(1,MSize+1) )/(deltaXxdeltaX);
Syy = ( 2.0«S(1,MSize) —2%S(1,MSize+1) )/(deltaY*deltaY);
Axx = ( 2.0¢A(2,MSize+1) —2¢A(1,MSize+1) )/(deltaXsdeltaX);
Ayy = (2.0«A(1,MSize) —2xA(1,MSize+1) )/(deltaYxdeltaY);

S_e = S(1,MSize+1);
A_f = A(1,MSize+1);

dS(1,MSize+1)= gammax(a—S_e+S_exS_exA _f)+(Sxx+Syy);
dA(1,MSize+1)= gammasx(b—S_exS_ex A _f)+beta*(Axx+Ayy);

%Discretizacion de la region interior

for j=2:MSize

for 1=2:NSize

Sxx= ( S(i+1,j) —2.0«S(i,j) + S(i—1,j) )/(deltaXxdeltaX);
Syy= ( S(i,j+1) —2.0¢S(ij) + S(i,j—1) )/(deltaY+deltaY);

Axx= ( A>i+1j) —2.0¢A(i]) + A(i—1,) )/(deltaXxdeltaX);
Ayy= ( A(i,j+1) —2.0%A(i,j) + A(i,j—1) )/(deltaYx*deltaY);

S-e = S(i,j);
At = A());
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dS(i,j)= gammasx(a—S_e+S_exS_exA _f)+(Sxx+Syy);
dA(i,j)= gammax(b—S_exS_exA _f)+betax(Axx+Ayy);
% dS(i,j)= D1#(Sxx+Syy);

% dI(i,j)= D2%(Ixx+1yy);

end

end

%

S=S+dt.*dS;
A=A+dt.xdA;
%

%

%

%Graficas resultantes

%

if (mod(k,1000)==0)

tn=(k+1)*dt;

maxnorm=max(max(S))+max(max(A));
mass=sum(sum(S))/(deltaXxdeltaY)+sum(sum(A))/(deltaX*deltaY);
formatSpec = time. %4.4f,_.norm.. %4.4f__mass_ %4.4f__\n’;

fprintf (formatSpec,tn, maxnorm, mass);

if maxnorm> 1000
break

end

figure (2)
subplot (1,2,1)
peolor(XX,YY,S),grid on,
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shading interp;

colormap jet;

title ("u_para_t=10")
subplot (1,2,2)
peolor (XX, YY,A),grid on,
shading interp;

colormap jet;

title (’v_para_t=10’)

end
end

end
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